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Представлен анализ исследований кинематики и динамики рабочих процессов манипуляторов 

технологических машин. Целью исследования является снижение динамической нагруженности и повышение 

производительности лесного манипулятора путем кинематического и динамического анализа механизма подъема 

стрелы, оснащенного гидромеханическим демпфером. Разработаны расчетные схемы для механизма подъема 

стрелы и демпфера. Основой исследования служит математическая модель, описывающая кинематику и 

динамику подъема стрелы с учетом действия дополнительного демпфера. Модель включает в себя уравнения, 

описывающие взаимодействие основных параметров системы, таких как угол подъема стрелы, давление в 

напорном трубопроводе и ход плунжера демпфера. Решение системы уравнений представлено с использованием 

приближенного метода Эйлера и разложения в ряд Маклорена, а полученные функции анализируются с точки 

зрения их зависимости от времени и других ключевых параметров. В статье подробно описан метод расчета 

коэффициентов и численное решение по методу Рунге-Кутты, включая чувствительность модели к изменениям 

параметров. Задача решена в системе компьютерной алгебры Maxima. Особое внимание уделено анализу влияния 

малых параметров на поведение системы, что демонстрируется на графиках зависимостей ключевых переменных 

от времени. В заключении формулируются основные выводы, подчеркивающие значимость введения 

дополнительного демпфера для снижения динамической нагруженности и повышения производительности 

погрузочно-разгрузочных работ лесного манипулятора. 
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Abstract 

An analysis of research into the kinematics and dynamics of work processes of technological machine 

manipulators is presented. The aim of the study is to reduce the dynamic load and increase the productivity of the forest 

manipulator by kinematic and dynamic analysis of the boom lifting mechanism equipped with a hydromechanical damper. 

Calculation schemes for the boom and damper lifting mechanism have been developed. The research is based on a 

mathematical model describing the kinematics and dynamics of boom lifting, taking into account the action of an 

additional damper. The model includes equations describing the interaction of the main system parameters, such as the 

boom lifting angle, pressure in the pressure line and the stroke of the damper plunger. The solution of the system of 

equations is presented using the approximate Euler method and Maclaurin series expansion, and the obtained functions 

are analyzed in terms of their dependence on time and other key parameters. The article describes in detail the method of 

calculating coefficients and the numerical solution using the Runge-Kutta method, including the sensitivity of the model 

to changes in parameters. The problem is solved in the Maxima computer algebra system. Special attention is paid to the 

analysis of the influence of small parameters on the behavior of the system, which is demonstrated on the graphs of the 

dependencies of key variables on time. In conclusion, the main conclusions are formulated, emphasizing the importance 

of introducing an additional damper to reduce dynamic loading and increase the productivity of loading and unloading 

operations of the forest manipulator. 

Keywords: manipulator, hydraulic drive, damper, boom lifting mechanism, mathematical model, calculation 

schemes, loading and unloading operations, boom lifting angle, pressure in the pressure pipeline, damper plunger stroke, 

manipulator operation optimization. 
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Введение 

В лесном комплексе Российской Федерации 

актуальной проблемой является импортозамещение 

и разработка эффективной техники. Важными кри-

териями эффективности лесотранcпортных машин 

манипуляторного типа являются надежность и энер-

гоемкость, а одним из решений может быть разра-

ботка демпфирующих узлов, которые позволяют 

снизить динамическую нагруженность и повысить 

производительность технологического оборудова-

ния. 

С.А. Голякевич и А.Р. Гороновский (2019 и 

2024) [1-2] разработали имитационную модель ме-

хатронной системы форвардера «Амкодор-2661-01» 

с учетом параметров гидросистемы и технологиче-

ского оборудования. Рабочие режимы исследова-

лись при максимальной частоте вращения гидрона-

соса 2800 об/мин, номинальной частоте 2400 об/мин 

и минимальной – 500 об/мин, при этом давление в 

гидросистеме находилось в пределах 31…40 МПа. 

А.А. Тарбеев (2019) [3] отмечает, что при экс-

плуатации лесных гидроманипуляторов в зимнее 

время из-за высоких динамических нагрузок теряют 

свою работоспособность гибкие трубопроводы 

(РВД) (29,7–56%) и уплотнения гидроцилиндров 

(14,0–24,1%). 

Е.В. Авдеева и В.Ф. Полетайкин (2020) [4] ис-

следовали рабочие режимы гидропривода манипу-

лятора лесопогрузчика методом математического 

моделирования. На основании решения неоднород-

ных дифференциальных уравнений движения 

стрелы и поворотной колонны, а также расходов ра-

бочей жидкости получены расчетные формулы для 

определения усилий на штоках гидроцилиндров, 

скоростей и ускорений стрелы и колонны. Установ-

лено, что скорость движения штока гидроцилиндра 

поворота колонны изменяется от 0,042 м/с до 

0,0691 м/с, а усилия на штоке от 329114 до 562621 Н. 

И.А. Лагерев и А.В. Лагерев (2019) [5-7] пред-

ложили методику моделирования рабочих процес-

сов кранов-манипуляторов при совмещении движе-

ний стрелы и рукояти. Установлено, что время подъ-

ема стрелы составляет 6,6 с, а рукояти – 3,4 с, при 

этом на выходе из гидронасоса наблюдается ярко 

выраженный колебательный процесс в давлении ра-

бочей жидкости из-за частого срабатывания предо-

хранительного клапана, среднее давление стабили-

зируется на уровне 12,5 МПа. Рассмотрены вопросы 

устойчивости технологических машин с примене-

нием выносных аутригеров с опорными винтовыми 

или гидравлическими домкратами. Составлена ком-

пьютерная программа для определения перемеще-

ния, скорости и ускорения звеньев манипулятора, а 

также давления и расхода рабочей жидкости. Вы-

полнено моделирование совместного поворота 

стрелы и колонны крана манипулятора с учетом 

инерционных нагрузок. Также рассмотрены сов-

местное движение стрелы и рукояти в пределах уг-

лов до 60 градусов и при силе тяжести груза 7,5 кН, 

приведены графики зависимости усилий на штоках 

гидроцилиндров от углов поворотов стрелы и руко-

яти. При одновременном начале совместных движе-

ний звеньев наблюдается отсутствие колебательных 

процессов и гидравлических параметров. 

В работе Е.Н. Власова и др. (2022) [8] пред-

ставлены результаты исследований динамики и 

устойчивости следящего гидропривода манипуля-

тора лесной машины на основе линеаризованных 

моделей. Получено выражение для определения 

устойчивости следящего гидропривода и ампли-

тудно-фазовых частотных характеристик гидропри-

вода лесных машин. 

П.И. Попиков и др. (2019) [9] разработали 

имитационная модель, с помощью которой на вир-

туальном стенде получены кинематические и дина-

мические параметры при совмещении движения 
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трех звеньев манипулятора в различных комбина-

циях. Это позволяет получить оптимальную траек-

торию подъема груза с наименьшими энергозатра-

тами и максимальной производительностью. Рас-

смотрены вопросы устойчивости технологических 

машин с применением выносных аутригеров с опор-

ными винтовыми или гидравлическими домкра-

тами. 

В работе А.А. Макарова и С.Е. Худяковой 

(2021) [10] использована динамическая модель ро-

бота типа SCARA с избирательной податливостью 

руки. Рассмотрены вопросы определения кинемати-

ческих параметров (длин плеч, углов поворота при-

водов) по заданной рабочей зоне робота с помощью 

решения системы уравнений для расчета координат 

на ЭВМ с использованием метода Лагранжа-Эйлера, 

при котором удаляются взаимосвязи с весовыми ко-

эффициентами, меньшими расчетных погрешно-

стей. 

В работе Д.Р. Богданова и О.В. Даринцева 

(2019) [11] представлена методика проектирования 

манипуляторов с управляемым изгибом звеньев под 

различными углами для роботов. Разработаны про-

граммы для обоснования кинематики отдельных 

звеньев на базе однородной матрицы преобразова-

ния в виде произведения частных матриц для каж-

дого элемента звена. 

В.А. Крамарь и др. (2019) [12] на основе ис-

ходных данных сформировали базу знаний, соответ-

ствующую изменению углов поворота звеньев ма-

нипулятора-робота для решения задачи определения 

требуемой траектории движения. 

Т.А. Шевелевой (2020) [13] даны рекоменда-

ции применения пакетов прикладных программ для 

компьютерного моделирования кинематики меха-

низмов в системе САПР. Для кривошипно-ползун-

ного механизма сделан расчет кинематики с помо-

щью геометрического метода. 

В статье М.В. Кузьмина и А.А. Казначеева 

(2023) [14] произведён математический анализ кине-

матики и динамики манипулятора-робота. Разрабо-

тана кинематическая схема шестизвенного манипу-

лятора. Составлена матрица однородного преобра-

зования. Решена обратная задача динамики и кине-

матики манипулятора. 

В работах А.И. Телегина и М.В. Носикова 

(2022) [15-16] предлагается более простое аналити-

ческое решение уравнений динамики манипулято-

ров с вращательными кинематическими сочленени-

ями в квазискоростях, представленных в символь-

ном виде с явно выраженными геометрическими, 

кинематическими и инерционными параметрами. 

Это способствует более быстрому проектированию 

манипуляторов с заданными свойствами. 

В работе М.И. Михайлова и А.В. Шевченко 

(2022) [17] проведена оптимизация траектории ма-

нипулятора-робота RA605. Решена обратная задача 

кинематики и динамики методом обратных преобра-

зований. Разработана траектория движения схвата 

робота с использованием кубических полиномов по 

выбранным узловым точкам. Одновременно прово-

дилась оптимизация по критерию минимизации вре-

мени движения с учётом рабочего пространства и 

ограничений по кинематическим параметрам. 

С.М. Ситник и Ту Раин (2023) [18] предста-

вили методологию сбора данных для обучения об-

ратной динамической модели манипулятора. Разра-

ботали параметрическую физическую модель мани-

пулятора на основании метода Денавита-Хартен-

берга. Сначала задаётся рабочая зона манипулятора, 

для генерации которой используется полиномиаль-

ная функция третьей степени. На каждом шаге изме-

нения углов поворота манипулятора, скорости и 

ускорения производится расчёт необходимых значе-

ний. 

В статье А.В. Нелюбовой (2022) [19] разрабо-

тана математическая модель рабочего процесса ро-

бота с трехзвенным манипулятором. Выбрана траек-

тория движения звена манипулятора в виде прямой 

с наклонным коэффициентом. Математическая мо-

дель представлена с помощью уравнения Лагранжа 

второго рода и решена в среде Simulink MATLAB. 

Получены кинематические и динамические пара-

метры, которые обеспечивают перемещение захвата 

по заданной траектории. 

В статьях А.В. Долматова и С.А. Васильева 

(2022) [20-21] представлена разработка интеллекту-

альных мехатронных модулей SCARA-

манипулятора четвертого поколения. Программный 

комплекс позволяет создавать кинематические пары 
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между звеньями манипулятора для точной имита-

ции моментов сил и углов поворота различных зве-

ньев манипулятора. 

В работе О.Р. Дорняк и др. (2023) [22] рас-

сматривается статическое нагружение силового гид-

ропривода манипулятора в критических режимах 

опрокидывания лесотранспортной машины в попе-

речной плоскости. Для изучения состояния равнове-

сия при различных положениях опорно-поворот-

ного устройства использованы уравнения в обоб-

щенных координатах. Получены расчетные зависи-

мости давления в гидроцилиндрах манипулятора, 

аутриггеров, стрелы и рукояти при различных углах 

наклона рамы опорно-поворотного устройства. За-

писаны аналитические выражения для определения 

усилий в гидроцилиндрах, которые позволяют про-

гнозировать критические режимы манипуляторов, 

при которых происходит опрокидывание лесотранс-

портной машины в поперечной плоскости. 

В работе А.А. Волошкина и др. (2023) [23] 

представлена математическая модель манипулятора 

Delta. Получены кинематические и динамические 

характеристики манипулятора с использованием 3D 

моделирования. Программа позволяет построить 

траекторию движения поднимаемого инструмента 

для обработки детали при различных углах поворота 

звеньев. Получены графики зависимости скоростей, 

которые находились в пределах от 502 мм/с до 

5920 мм/c, и ускорений от времени для приводных 

звеньев, а также параллелограммного механизма и 

подвижной рамы. Максимальное значение момента 

в приводных шарнирах в момент времени 0,24 се-

кунды достигает значения 68,1 Нꞏм. 

Анализ результатов исследований способов 

снижения динамической нагруженности и повыше-

ние производительности технологических машин 

манипуляторного типа показал, что кинематика и 

динамика гидроприводов с демпфирующими 

устройствами исследованы недостаточно. 

Целью исследования является снижение дина-

мической нагруженности и повышение производи-

тельности лесного манипулятора путем совершен-

ствования кинематики и динамики гидропривода 

механизма подъема стрелы, оснащенного гидроме-

ханическим демпфером. 

 

Материалы и методы 

Объект и предмет исследования 

В качестве объекта исследования нами вы-

бран механизм подъема стрелы манипулятора с под-

ключением в гидропривод нового гидромеханиче-

ского демпфера (рис. 1), защищенного патентом на 

изобретение [24]. Новизна предлагаемого гидроме-

ханического демпфера заключается в том, что плун-

жер выполнен пустотелым и подпружинен с двух 

сторон, корпус демпфера снабжен резьбовыми 

пробками, выполненными заодно с обратными кла-

панами, шайбами для регулирования объема поло-

стей демпфера, которые сообщены с полостями 

гидроцилиндра привода грузоподъемной стрелы че-

рез регулируемые дроссели, встроенные в корпус 

демпфера. Такое техническое решение с малой мас-

сой пустотелого плунжера обеспечивает быстро-

действие срабатывания гидромеханического демп-

фера при высоких частотах и амплитудах колеба-

ний давления рабочей жидкости в переходных ре-

жимах. 

Функционирование механизма подъема груза 

обеспечивается подачей рабочей жидкости насосом 

2 из гидробака 1 через распределитель 3 по гибким 

трубопроводам 5 или 6 к гидроцилиндру 4. 

Принцип действия нового гидромеханиче-

ского демпфера 16 (см. рис. 1) с облегченным пусто-

телым плунжером 19 основан на быстродействии 

перепуска объема рабочей жидкости равного объ-

ему деформации гибких рукавов высокого давления 

5 и 6 во время переходных процессов, между поло-

стями 22 и 24 гидроцилиндра 4 через систему дрос-

сельных отверстий, обратных клапанов 17 и 18 и ре-

гулируемых дросселей 23 и 25. Надо отметить, что 

объемы левой 20 и правой 21 полостей демпфера 16 

должны быть равны объемам деформации гибких 

элементов гидропривода и регулируются за счет 

резьбовых пробок 26 и 27, а также регулировочных 

шайб 28 и 29. Пружины сжатия 20 и 21 обеспечи-

вают возврат пустотелого плунжера 19 в среднее по-

ложение после его перемещения в ту или иную сто-

рону под действием всплесков давления в гидроли-

ниях 5 и 6 за счет инерционных сил, возникающих в 

переходных процессах в начале подъема груза, оста-

новки и торможения стрелы.  
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Рисунок 1 – Гидрокинематическая схема механизма подъема манипулятора с гидромеханическим демпфером 

Figure 1 – Hydrokinematic diagram of the manipulator lifting mechanism with an hydromechanical damper 

Источник: Собственная композиция авторов 

Source: authors' own composition 

 

Предлагаемая конструкция механизма подъ-

ема имеет еще один резерв повышения производи-

тельности за счет редукционного клапана 9 с линией 

управления 14 и демпфером 15 и нормально закры-

того управляемого клапана с линией управления 13 

и демпфером 16, которые при подъеме легких грузов 

перепускает часть жидкости из штоковой полости 

гидроцилиндра 4 в поршневую полость, при этом 

увеличивается расход рабочей жидкости и соответ-

ственно скорость подъема легкого груза. Гидроси-

стема также снабжена обратным клапаном 11 и гид-

ролинией 10. 

Благодаря этим элементам гидропривода лег-

кие грузы поднимаются на повышенных скоростях, 

что увеличивает производительность манипулятора 

при погрузочно-разгрузочных работах. 

Предметом исследования является математи-

ческая модель процесса подъема стрелы с учетом 

подключения гидромеханического демпфера в гид-

ропривод и теоретические зависимости кинематиче-

ских и динамических характеристик. 

Для анализа кинематики и динамики рабочих 

процессов составлены расчетные схемы механизма 

подъёма стрелы (рис. 2) и демпфера (рис. 3). 
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Рисунок 2 – К определению параметров механизма 

подъема аналитическим методом 

Figure 2 – To determine the parameters of the lifting 

mechanism by the analytical method  

Источник: Собственная композиция авторов 

Source: Authors' own composition 

 

 
Рисунок 3 – К определению параметров демпфера 

аналитическим методом  

Figure 3 – To determine the parameters of the damper 

by the analytical method  

Источник: Собственная композиция авторов 

Source: Authors' own composition 

 

Разработана математическая модель подъёма 

стрелы манипулятора с дополнительным демпфе-

ром: 

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧൫𝐽бр ൅ 𝐽с൯

𝑑ଶ𝜑
𝑑𝑡ଶ ൌ

𝜋𝑑с
ଶ𝑏ଵ sin 𝛽

4
𝑝 െ ൫𝐺бр𝐿 ൅ 𝐺с𝑙н൯ cos 𝜑 ,

𝑄 ൌ
𝜋𝑑с

ଶ𝑏ଵ sin 𝛽
4

∙
𝑑𝜑
𝑑𝑡

൅ 𝜇
𝜋𝑑п

ଶ

4
ඨ

2𝑝
𝜌

൅ 𝑎у𝑝 ൅
𝑉сум

𝐸пр
∙

𝑑𝑝
𝑑𝑡

,

𝑑ଶ𝑥д

𝑑𝑡ଶ ൌ
1

𝑚д
ቆ𝑝

𝜋𝑑п
ଶ

4
െ 𝑐п𝑥д െ

𝑑𝑥д

𝑑𝑡
𝑘дቇ ,

 

(1) 

где 

𝜑  – угол подъёма стрелы, рад; 

𝑝 – текущее значение давления в напорном тру-

бопроводе, Па; 

𝑥д – ход плунжера демпфера, м; 

𝑡 – время, с. 

Остальные параметры обозначены на рис. 2 и 3 и в 

табл. 1. 

Угол 𝛽 является функцией угла 𝜑 и определя-

ется из выражений 

𝛽 ൌ 𝛾 െ 𝜆, 

𝜆 ൌ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 ቆ
𝑆н

𝑆
𝑠𝑖𝑛ሺ𝛽н ൅ 𝛾ሻቇ, 

𝑆ଶ ൌ 𝑏ଶ ൅ 𝑆н
ଶ െ 2𝑏𝑆н𝑐𝑜𝑠ሺ𝛽н ൅ 𝛾ሻ, 

𝑏 ൌ 2𝑏ଵ𝑠𝑖𝑛 ቀ
𝜑
2

ቁ, 

𝛽н ൌ 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 ቆ
𝑏к

ଶ ൅ 𝑆н
ଶ െ 𝑆к

ଶ

2𝑏к𝑆н
െ 𝛾кቇ, 

𝑏к ൌ 2𝑏ଵ𝑠𝑖𝑛 ቀ
𝜑к

2
ቁ, 

𝛾к ൌ
𝜋
2

െ
𝜑к

2
, 

𝛾 ൌ
𝜋
2

െ
𝜑
2

, 

где 

𝑆н – минимальная длина гидроцилиндра, м; 

𝑆к – максимальная длина гидроцилиндра, м; 

𝜑н – начальное значение угла 𝜑, м; 

𝜑к – конечное значение угла 𝜑, м. 

В системе (1) параметры  𝜑, 𝑝, 𝑥д являются 

искомыми функциями от времени 𝑡, которые зада-

ются на временном промежутке ሾ𝑡н, 𝑡кሿ ൌ ሾ0; 15ሿ с. 

Поставим начально-краевую задачу: 

𝜑ሺ𝑡нሻ ൌ 𝜑н ൌ െ0.26, 
𝜑ሺ𝑡௞ሻ ൌ 𝜑к ൌ 1.4, 

𝑝ሺ𝑡нሻ ൌ 𝜀, 
𝑥дሺ𝑡нሻ ൌ 0, 𝑥дሺ𝑡௞ሻ ൌ ሺ𝑥дሻк ൌ 0.04, 

(2) 

где через 𝜀 обозначен достаточно малый положи-

тельный параметр. 
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Для аналитического решения задачи нами ис-

пользован аналог метода Эйлера, в котором каждая 

производная аппроксимируется разностными отно-

шениями. 

Введение малого параметра обусловлено тем, 

что функция ඥ𝑝ሺ𝑡ሻ не дифференцируема в тех точ-

ках, в которых 𝑝ሺ𝑡ሻ обращается в 0. 

С целью упрощения машинных вычислений 

сделаем следующие допущения: 

1) приблизим 𝜋 ൎ 3.14;  

2) выражение sin 𝛽 заменим эмпирической 

кубической функцией угла 𝜑, равной 

𝛿ሺ𝜑ሻ ൌ 0.05𝜑ଷ െ 0.13𝜑ଶ െ 0.4𝜑 ൅ 0.86. 
Действительно, как видно из рис. 4, графики 

функций sin 𝛽 и 𝛿ሺ𝜑ሻ практически накладываются 

на всем отрезке ሾ𝜑н, 𝜑кሿ. 

 
Рисунок 4 – Графики функций sin 𝛽 и 𝛿ሺ𝜑ሻ 

Figure 4 – Graphs of functions sin β and δ(φ) 

Источник: Собственная композиция авторов 

Source: Authors' own composition 

 

Введем обозначения: 

𝐴ଵ ൌ
𝜋𝑑с

ଶ𝑏ଵ

4൫𝐽бр ൅ 𝐽с൯
, 𝐴ଶ ൌ െ

𝐺бр𝐿 ൅ 𝐺с𝑙н

𝐽бр ൅ 𝐽с
, 

𝐵ଵ ൌ െ
𝑎у𝐸пр

𝑉сум
, 𝐵ଶ ൌ െ𝜇

𝜋𝑑п
2

4
ඨ

2𝑝
𝜌

 , 𝐵3 ൌ െ
𝜋𝑑с

ଶ𝑏ଵ𝐸пр

4𝑉сум
,  

𝐵ସ ൌ
𝑞н𝑛н𝐸пр

𝑉сум
, 

𝐶ଵ ൌ െ
𝑘д

𝑚д
, 𝐶ଶ ൌ െ

𝑐п

𝑚д
, 𝐶ଷ ൌ

𝜋𝑑п
ଶ

4𝑚д
 

и перепишем систему (1), выделив старшие произ-

водные от искомых функций: 

𝑑ଶ𝜑
𝑑𝑡ଶ ൌ 𝐴ଵ𝑝ሺ𝑡ሻ𝛿ሺ𝑡ሻ ൅ 𝐴ଶ cos൫𝜑ሺ𝑡ሻ൯, 

𝑑𝑝
𝑑𝑡

ൌ 𝐵ଵ𝑝ሺ𝑡ሻ ൅ 𝐵ଶඥ𝑝ሺ𝑡ሻ ൅ 𝐵ଷ𝛿ሺ𝑡ሻ
𝑑𝜑
𝑑𝑡

൅ 𝐵ସ, 

(3) 

𝑑ଶ𝑥д

𝑑𝑡ଶ ൌ 𝐶ଵ
𝑑𝑥д

𝑑𝑡
൅ 𝐶ଶ𝑥дሺ𝑡ሻ ൅ 𝐶ଷ𝑝ሺ𝑡ሻ.  (4) 

Сначала рассмотрим систему из первых двух 

уравнений этой системы. Для решения заменим ис-

комые функции их разложениями в многочлен Мак-

лорена в окрестности точки 𝑡 ൌ 𝑡н ൌ 0 до третьей 

степени 𝑡 включительно: 

𝜑ሺ𝑡ሻ ൌ 𝜑ሺ0ሻ ൅
𝜑′ሺ0ሻ

1!
𝑡 ൅

𝜑′′ሺ0ሻ
2!

𝑡ଶ

൅
𝜑′′′ሺ0ሻ

3!
𝑡ଷ, 

(5) 

𝑝ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑝ሺ0ሻ ൅
𝑝′ሺ0ሻ

1!
𝑡 ൅

𝑝′′ሺ0ሻ
2!

𝑡ଶ

൅
𝑝′′′ሺ0ሻ

3!
𝑡ଷ. 

(6) 

Значения 𝜑ሺ௜ሻሺ0ሻ, 𝑝ሺ௜ሻሺ0ሻ, 𝑖 ൌ 0,1,2,3, вычис-

ляются по следующей схеме. 

Пусть 𝜑′ሺ0ሻ – параметр, который надлежит 

вычислить. 

1. Из первого уравнения системы (3) находим 

𝜑′′ሺ0ሻ, взяв 𝑡 ൌ 0; 

2. Из второго уравнения этой системы, взяв 

𝑡 ൌ 0, находим 𝑝′ሺ0ሻ; 

3. Продифференцировав первое уравнение, 

зная 𝜑′′ሺ0ሻ, находим 𝜑′′′ሺ0ሻ; 

4. Продифференцировав второе уравнение, 

зная 𝜑′′ሺ0ሻ, находим 𝑝′′ሺ0ሻ; 

5. Подставляем найденные значения 𝜑ሺ௜ሻሺ0ሻ, 

𝑖 ൌ 2,3, в (5); из уравнения 𝜑ሺ15ሻ ൌ 𝜑к находим 

𝜑′ሺ0ሻ.  

Тем самым, функция 𝜑ሺ𝑡ሻ найдена.  

6. Продифференцировав второе уравнение 

дважды, зная 𝑝ሺ௜ሻሺ0ሻ, 𝜑ሺ௜ሻሺ0ሻ, 𝑖 ൌ 0,1,2, и 𝜑ᇱᇱᇱሺ0ሻ, 

находим 𝑝′′′ሺ0ሻ; 

7. Подставляем найденные значения 𝑝ሺ௜ሻሺ0ሻ, 

𝑖 ൌ 1,2,3, в (2.6).  

Тем самым, функция 𝑝ሺ𝑡ሻ найдена. 

Задача решена в системе компьютерной ал-

гебры Maxima с учетом входных данных в таблице 

1. Отметим, что числовые значения округляются до 

тысячных. 

Обозначив 

𝐷ଵ ൌ 0.966𝐴ଶ, 𝐷ଶ ൌ 0.954𝐴ଵ𝐵ସ, 
 𝐷ଷ ൌ 0.911𝐴ଵ𝐵ଷ ൅ 0.257𝐴ଶ, 

получим 

𝜑ሺ𝑡ሻ ൌ 𝜑н ൅
𝑡
1!

𝜑ᇱሺ0ሻ ൅
𝑡ଶ

2!
𝐷ଵ ൅

𝑡ଷ

3!
൫𝐷ଶ ൅ 𝐷ଷ𝜑ᇱሺ0ሻ൯. 
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Решив уравнение 𝜑ሺ15ሻ ൌ 𝜑к, находим 

𝜑ᇱሺ0ሻ ൌ
2ሺ𝜑к െ 𝜑нሻ െ 1125𝐷ଶ െ 225𝐷ଵ

1125𝐷ଷ ൅ 30
. 

Далее, обозначим 

𝐷ହ ൌ 𝐵ସ ൅ 0.954𝐵ଷ𝜑ᇱሺ0ሻ, 
 𝐷଺ ൌ 0.5𝐵ଶ𝐵ସ ൅ 0.477𝐵ଶ𝐵ଷ𝜑ᇱሺ0ሻ, 

𝐷଻ ൌ 𝐵ଵ𝐵ସ ൅ 0.922𝐴ଶ𝐵ଷ ൅ 0.5𝐵ଶ
ଶ ൅ 0.954𝐵ଵ𝐵ଷ𝜑ᇱሺ0ሻ

െ 0.322൫𝜑ᇱሺ0ሻ൯
ଶ

, 

𝐷଼ ൌ െ0.25𝐵ଶ𝐵ସ
ଶ െ 0.239𝐵ଶ𝐵ଷ𝜑ᇱሺ0ሻ, 

𝐷ଽ ൌ 0.5𝐵ଵ𝐵ଶ𝐵ସ െ 0.25𝐵ଵ𝐵ଶ ൅ 0.477𝐵ଵ𝐵ଶ𝐵ଷ𝜑ᇱሺ0ሻ, 

𝐷ଵ଴ ൌ െ0.25𝐵ଶ
ଶ, 

𝐷ଵଵ ൌ 0.88𝐴ଵ𝐴ଶ𝐵ଷ𝐵ସ ൅ 𝐵ଵ
ଶ𝐵ସ ൅ 0.922𝐴ଶ𝐵ଵ𝐵ଷ

൅ 0.5𝐵ଵ𝐵ଶ
ଶ ൅ 

൅ሾ0.84𝐴ଵ𝐴ଶ𝐵ଷ
ଶ ൅ 0.954𝐵ଵ

ଶ𝐵ଷ ൅ 0.237𝐴ଶ
ଶ𝐵ଷ

െ 0.934𝐴ଶ𝐵ଷሿ𝜑ᇱሺ0ሻ െ 

െ0.322𝐵ଵ𝐵ଷ൫𝜑ᇱሺ0ሻ൯
ଶ

൅ 0.176𝐴ଶ𝐵ଷ൫𝜑ᇱሺ0ሻ൯
ଷ

. 

Тогда, исключив слагаемые с √𝜀, 𝜀, 𝜀ଶ, оказы-

вающее малое влияние, получим 

𝑝ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑝ሺ𝑡, 𝜀ሻ ൌ
𝑡
1!

𝐷ହ ൅
𝑡ଶ

2!
൬𝐷଺ ∙

1

√𝜀
൅ 𝐷଻൰ ൅ 

൅
𝑡ଷ

3!
൬𝐷଼ ∙

1

√𝜀ଷ
൅ 𝐷ଽ ∙

1

√𝜀
൅ 𝐷ଵ଴ ∙

1
𝜀

൅ 𝐷ଵଵ൰. 

Далее, будем обозначать эту функцию 

𝑝ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑃ଵ𝑡 ൅ 𝑃ଶሺ𝜀ሻ𝑡ଶ ൅ 𝑃ଷሺ𝜀ሻ𝑡ଷ, 
где 

𝑃ଵ ൌ 𝐷ହ, 

𝑃ଶሺ𝜀ሻ ൌ 𝐷଺ ∙
1

√𝜀
൅ 𝐷଻, 

𝑃ଷሺ𝜀ሻ ൌ 𝐷଼ ∙
1

√𝜀ଷ
൅ 𝐷ଽ ∙

1

√𝜀
൅ 𝐷ଵ଴ ∙

1
𝜀

൅ 𝐷ଵଵ. 

В итоге получается формула для определения 

функции 𝜑ሺ𝑡ሻ  

𝜑ሺ𝑡ሻ ൌ െ0.26 ൅ 0.128𝑡 െ 0.869𝑡ଶ ൅ 0.058𝑡ଷ. 
Далее, вычислим ход плунжера 𝑥дሺ𝑡ሻ, решив 

уравнение (4) с условиями (2). Неоднородная часть 

найдена выше. 

Пусть 

𝐶ଵ
ଶ ൅ 4𝐶ଶ ൐ 0. 

Обозначим 

𝜈ଵ ൌ
𝐶ଵ ൅ ඥ𝐶ଵ

ଶ ൅ 4𝐶ଶ

2
, 𝜈ଶ ൌ

𝐶ଵ െ ඥ𝐶ଵ
ଶ ൅ 4𝐶ଶ

2
, 

𝑃ସሺ𝑡, 𝜀ሻ ൌ
𝐶ଷ

ඥ𝐶ଵ
ଶ ൅ 4𝐶ଶ

∙ 

∙ ቊ𝑃ଵ ቈ
𝑒ఔభ௧ െ 𝜈ଵ𝑡 െ 1

𝜈ଵ
ଶ െ

𝑒ఔమ௧ െ 𝜈ଶ𝑡 െ 1
𝜈ଶ

ଶ ቉ ൅ 

൅𝑃ଶሺ𝜀ሻ ቈ
2𝑒ఔభ௧ െ 𝜈ଵ

ଶ𝑡ଶ െ 2𝜈ଵ𝑡 െ 2
𝜈ଵ

ଷ

െ
2𝑒ఔమ௧ െ 𝜈ଶ

ଶ𝑡ଶ െ 2𝜈ଶ𝑡 െ 2
𝜈ଶ

ଷ ቉ ൅ 

൅𝑃ଷሺ𝜀ሻ ቈ
6𝑒ఔభ௧ െ 𝜈ଵ

ଷ𝑡ଷ െ 3𝜈ଵ
ଶ𝑡ଶ െ 6𝜈ଵ𝑡 െ 6

𝜈ଵ
ସ

െ
6𝑒ఔమ௧ െ 𝜈ଶ

ଷ𝑡ଷ െ 3𝜈ଶ
ଶ𝑡ଶ െ 6𝜈ଶ𝑡 െ 6

𝜈ଶ
ସ ቉ቋ 

Тогда методом вариации постоянных полу-

чим решение 

𝑥дሺ𝑡ሻ ൌ
ሺ𝑥дሻн ∙ 𝑒ଵହఔమ െ ൫𝑥д൯

к
൅ 𝑃ସሺ15, 𝜀ሻ

𝑒ଵହఔమ െ 𝑒ଵହఔభ
𝑒ఔభ௧ ൅ 

൅
െ൫𝑥д൯

н
∙ 𝑒ଵହఔభ ൅ ൫𝑥д൯

к
െ 𝑃ସሺ15, 𝜀ሻ

𝑒ଵହఔమ െ 𝑒ଵହఔభ
𝑒ఔమ௧ ൅ 𝑃ସሺ𝑡, 𝜀ሻ. 

Подставив значения из табл. 1, находим 

𝑥дሺ𝑡ሻ ൌ െ6.2 ∙ 10ଵ଻𝑒ି଴.ଵହ௧ ൅ 7.259 ∙ 10ଵ଻𝑒ିସଽଽଽ.଼ହ௧

൅ 5.955 ∙ 10ଵଷ𝑡ଷ െ 

െ1.191 ∙ 10ଵହ𝑡ଶ ൅ 1.588 ∙ 10ଵ଺𝑡 െ 1.059 ∙ 10ଵ଻. 
Получено приближение точного решения, но 

из-за сильной нелинейности перед первой производ-

ной, это решение расходится от реального по мере 

удаления от начально точки (t = 0). Его можно улуч-

шить, взяв количество n точек разбиения отрезка по 

времени очень большим. Отметим, что решение за-

дачи очень чувствительно к изменению малого па-

раметра из-за того, что он находится в знаменателях 

коэффициентов. А именно, при 𝜀 → 0 рост функции 

становится интенсивнее. Например, в точке 𝑡 ൌ 15 с 

при 𝜀 ൌ 0.1 функция равна 𝑝ሺ15ሻ ൌ 10ଶ଴ ሺПаሻ, а при 

𝜀 ൌ 10ିଷ଴ она уже равна 3.16∙1063 (Па). 

Поэтому для решения таких задач рекоменду-

ется использовать численный метод Рунге-Кутты. 

 

Результаты 

Расчёт был произведён в программе 

MathCad с использованием метода Рунге-Кутты для 

решения системы дифференцированных уравнений 

второго порядка. В результате получен график изме-

нения угла подъема стрелы (рис. 5). Статистические 

показатели угла подъема стрелы приведены в таб-

лице 2. Анализ графика изменения угла подъема 

стрелы показал, что в начале угол имеет отрицатель-

ное значение при подъеме стрелы из крайнего ниж-

него положения до горизонтального, затем он моно-

тонно возрастает примерно до 26 градусов. 



 
Технологии. Машины и оборудование 

–––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

136                                              Лесотехнический журнал 2/2024 

Таблица 1 
Входные данные программы 

Table 1 
Program input data 

Параметр | Parameter 
Интервал | 

Interval 

Значение | 

Meaning 

𝑡к 
время на процесс поднятия, с | 

time for the lifting process, s 
 8 

𝜑н 
начальное значение угла 𝜑, рад | 

initial value of angle φ, rad 
 -0.26 

𝜑к 
конечное значение угла φ, рад | 

final value of angle φ, rad 
 1.4 

ሺ𝑥дሻк 
конечное положение хода плунжера, м | 

final position of the plunger stroke, m 
 0.05 

𝑆н 
минимальная длина гидроцилиндра, м | 

минимальная длина гидроцилиндра, м 
1…1.5 1.4 

𝑆к 
максимальная длина гидроцилиндра, м | 

maximum length of hydraulic cylinder, m 
1.8...2.3 2.2 

𝑚бр масса пачки бревен, кг | weight of a pack of logs, kg  884 

𝑚с 
масса стреловой группы, кг | 

mass of the boom group, kg 
 433 

𝐽бр 
момент инерции пачки бревен относительно 

точки O, кг∙м2 | moment of inertia of a stack of logs 

relative to point O, kg∙m2 

 
𝐽бр ൌ 𝑚бр𝑙ଶ= 

=33435.09 

𝐽с 

момент инерции стрелы относительно точки O, 

кг∙м2 | moment of inertia of the boom relative to 

point O, kg∙m2 

 𝐽с ൌ 𝑚с𝑙ଶ=4830.37 

𝐺бр 
сила тяжести пачки бревен в захвате, Н | 

gravity of a stack of logs in the grip, N 
 𝐺бр ൌ 𝑚бр𝑔=8840 

𝐺с сила тяжести стрелы, Н | boom gravity, N  𝐺с ൌ 𝑚с𝑔=4330 

𝑑с 
внутренний диаметр гидроцилиндра стрелы, м | 

internal diameter of the boom hydraulic cylinder, m 
 0.1 

𝑏ଵ параметр, м | parameter, m  1 

𝐿 вылет манипулятора, м | manipulator reach, m  6.15 

𝑙н 

расстояние от точки O до центра масс стреловой 

группы, м | distance from point O to the center of 

mass of the boom group, m 

 3.34 

Q 
подача в единицу времени, м3/c | 

flow per unit time, m3/s 
 0.00133 

𝜇 коэффициент расхода | flow coefficient 0.7…0.8 0.75 

𝑑др 
диаметр отверстия дросселя, м | 

throttle hole diameter, m 
0.001…0.003 0.002 

𝜌 
плотность рабочей жидкости, кг/м3 | 

working fluid density, kg/m3 
 800 

𝑎у 
коэффициент утечек в гидросистеме, м3/(Паꞏc) | 

leakage coefficient in the hydraulic system, m3/(Paꞏs) 
 2∙10-12 
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𝐾௣ ൌ
𝑉сум

𝐸пр
 

коэффициент податливости | 

compliance coefficient 
(0.9…3.3) ∙∙10-10 2.1∙10-10 

𝑚д 
масса плунжера демпфера, кг | 

damper plunger mass, kg 
0.01…0.03 0.02 

𝑑п 
диаметр плунжера демпфера, м | 

damper plunger diameter, m 
 0.08 

𝑐п 
жёсткость пружины демпфера, Н/м | 

damper spring stiffness, N/m 
10…20 15 

𝑘д 

коэффициент вязкого трения плунжера демпфера, 

Нꞏс/м | coefficient of viscous friction of the damper 

plunger, Nꞏs/m 

 1000 

Источник: эмпирические данные, полученные авторами 

Source: empirical data obtained by the authors 

 

 
Рисунок 5 – График зависимости угла подъёма 

стрелы 𝜑 от времени 𝑡 

Figure 5 – Graph of elevation angle arrows φ versus 

time t 

Источник: Собственная композиция авторов 

Source: Authors' own composition 

 

Для функции 𝑝ሺ𝑡ሻ получим формулу 

𝑝ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑝ሺ𝑡, 𝜀ሻ ൌ 2 ∙ 10଺𝑡 ൅ ሺ3.115 ∙ 10଻ െ 

െ2.890 ∙ 10଼ ∙
1

√𝜀
൰ 𝑡ଶ ൅ ሺ2.238 ∙ 10଺ ൅ 9.174 ∙ 

∙ 10ହ ∙
1

√𝜀
െ 1.31 ∙ 10ସ ∙

1
𝜀

 ൅ 9.371 ∙ 10ଵସ ∙
1

√𝜀ଷ
൰ 𝑡ଷ, 

где 𝜀 ൌ 𝑝ሺ0ሻ – достаточно малый положительный 

параметр. 

 

 
 
 
 

Таблица 2 

Статистические данные анализа угла подъема 

стрелы 

Table 2 

Boom lift angle analysis statistics 

Источник: собственные вычисления авторов 

Source: Authors' own calculations 

 

В результате конечного расчёта по методу 

Рунге-Кутты получен график изменения давления 

рабочей жидкости в гидроцилиндре подъема стрелы 

(рис. 6). Статистические показатели давления в гид-

роцилиндре подъема стрелы приведены в табл. 3. 

Статистика. Изменение угла со временем | 

Statistics. Angle change over time 

Среднее | Average 8.997208735 

Стандартная ошибка | 

Standard error 
1.477695331 

Медиана | Median 9.48977213 

Стандартное отклонение | 

Standard deviation 
14.85065428 

Дисперсия выборки | 

Sample variance 
220.5419327 

Эксцесс | Excess -1.066113518 

Асимметричность | Asymmetry -0.217541743 

Интервал | Interval 50.29329978 

Минимум | Minimum -18.01949837 

Максимум | Maximum 32.2738014 

Сумма | Sum 908.7180823 

Счет | Check 101 
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Рисунок 6 – График зависимости давления 

в напорном трубопроводе 𝑝 от времени 𝑡 

Figure 6 – Graph of pressure dependence 

in the discharge pipeline p versus time t 

Источник: Собственная композиция авторов 

Source: Authors' own composition 

Таблица 3 

Статистические данные анализа давления рабочей 

жидкости при подъеме стрелы 

Table 3 

Statistcal data of the analysis of working fluid pressure 

during boom lifting 

Источник: собственные вычисления авторов 

Source: Authors' own calculations 

В результате конечного расчёта по методу 

Рунге-Кутты получен пример графика зависимости 

хода плунжера демпфера от времени, представлен-

ный на рис. 7. За время полного хода плунжера обес-

печивается перетечка между полостями гидроци-

линдра объема жидкости, равного объему деформа-

ции упругих элементов гидропривода, и гасится 

всплеск давления при переходных режимах. 

 
Рисунок 7 – График зависимости хода плунжера 

демпфера 𝑥д от времени 𝑡 

Figure 7 – Graph of plunger stroke damper xd versus 

time t 

Источник: Собственная композиция авторов 

Source: Authors' own composition 

 

Обсуждение 

Поскольку основной целью исследования 

было снижение динамической нагруженности, на 

которую существенно влияет давление в гидропри-

воде, остановим свое внимание на обсуждении ре-

зультатов, связанных с моделированием поведения 

давления в рассматриваемом процессе. 

Анализ графика изменения давления рабочей 

жидкости в гидроцилиндре подъема стрелы (см. 

рис. 6) показал, что по сравнению с результатами ра-

бот С.А. Голякевича и А.Р. Гороновского [1-2] ис-

пользование гидромеханического демпфера дает 

снижение максимального давления с 40 МПа до 

16,67 МПа.  

Как и в работах И.А. Лагерева и А.В. Лагерева 

[5-7] полученные нами результаты показывают ко-

лебательный характер изменения давления, однако, 

его среднее значение уменьшается примерно в 

1,5 раза.  

Статистика. Изменение давления со временем | 

Statistics.  Change in pressure over time   

Среднее | Average 8,404027974 

Стандартная ошибка | 
Standard error 

0,502495472 

Медиана | Median 8,551971095 

Стандартное отклонение | 
Standard deviation 

5,050016992 

Дисперсия выборки | 
Sample variance 

25,50267162 

Эксцесс | Excess -1,338211252 

Асимметричность | Asymmetry -0,019761651 

Интервал | Interval 16,67097589 

Минимум | Minimum 0 

Максимум | Maximum 16,67097589 

Сумма | Sum 848,8068254 

Счет | Check 101 

Уровень надежности (98,0%) | 
Reliability level (98,0%) 

1.567636602 
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Интенсивность нарастания всплеска давле-

ния в начале подъема стрелы за счет влияния гидро-

механического демпфера понизилась в 1.3–1.4 раза 

по сравнению с результатами ранее проведенных ис-

следований механизма подъема стрелы без подклю-

чения демпфера [9]. 

Таким образом, полученные нами графики 

кинематических и динамических характеристик ра-

бочих процессов предлагаемого гидропривода меха-

низма подъема стрелы манипулятора автосортиме-

товоза по характеру изменения не противоречат ра-

нее проведенным исследованиям других авторов без 

учета влияния гидромеханического демпфера. 

Выводы 

1. Анализ результатов исследований спосо-

бов снижения динамической нагруженности и повы-

шения производительности технологических машин 

манипуляторного типа показал, что кинематика и 

динамика гидроприводов с демпфирующими 

устройствами исследованы недостаточно. 

2. Разработан новый механизм подъема 

стрелы манипулятора с подключением в гидропри-

вод гидромеханического демпфера. Внедрение до-

полнительного демпфера в гидропривод механизма 

подъёма стрелы манипулятора позволяет значи-

тельно повысить эффективность и стабильность по-

грузочно-разгрузочных работ. 

3. Разработана математическая модель, обес-

печивающая глубокое понимание кинематики и ди-

намики процессов, происходящих в системе, и де-

монстрирующая влияние дополнительного демп-

фера на ключевые параметры работы манипулятора, 

такие как угол подъема стрелы, давление в напор-

ном трубопроводе и ход плунжера демпфера.  

4. Анализ решений системы уравнений с ис-

пользованием методов Эйлера и Рунге-Кутты под-

тверждает, что применение демпфера способствует 

снижению динамической нагруженности и улучше-

нию кинематических показателей, что повышает 

производительность и надежность гидроманипуля-

торов лесотранспортных машин.  

5. Полученные результаты не противоречат 

ранее проведенным исследованиям других авторов 

и могут быть использованы для дальнейшего усо-

вершенствования конструкций манипуляторов, а 

также разработки новых технологий в области авто-

матизации погрузочно-разгрузочных работ. 
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